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Для связных систем с переключениями между тремя линейными дис-
кретными подсистемами предлагается новый частотный критерий суще-
ствования квадратичной функции Ляпунова, обеспечивающей устойчи-
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1. Введение

Теория систем с дискретным временем активно развивается в послед-
нее время. Различные аспекты этой теории рассматриваются в относительно
недавних публикациях [1–7] (см. также приведенную в них библиографию).
Здесь решается задача квадратичной устойчивости связных [3] дискретных
систем с переключениями между тремя линейными стационарными подси-
стемами при любых законах переключения. Термин «связная система» будет
ясен из дальнейшего. Под квадратичной устойчивостью понимается устой-
чивость системы, которую можно установить с помощью функции Ляпунова
из класса квадратичных форм или квадратичной функции Ляпунова (КФЛ).
Для связной системы с переключениями между двумя подсистемами эта за-
дача эквивалентна [3] задаче абсолютной устойчивости дискретной системы
с одной нелинейностью, и критерием квадратичной устойчивости такой си-
стемы является известный критерий Цыпкина [8]. В случае переключений
между двумя подсистемами связность означает, что ранг разности матриц,
определяющих переключаемые подсистемы, равен единице.

Частотный критерий существования КФЛ для связных дискретных си-
стем с переключениями между тремя линейными подсистемами получен в [3].
Недостатком этого критерия является избыточная громоздкость при его по-
лучении и избыточная громоздкость конечного результата. Эта громоздкость
объясняется следующим. Квадратичная устойчивость системы с переклю-
чениями следует из существования общей квадратичной функции Ляпуно-
ва (ОКФЛ). В рассматриваемом случае существование ОКФЛ определяется

3



разрешимостью системы из трех линейных матричных неравенств (ЛМН)
Ляпунова для дискретных систем. Эта система ЛМН является связной, и
в [3] получено одно эквивалентное ей результирующее матричное неравенство
(МН). Однако (а) это МН не является ЛМН и (б) частотные условия его раз-
решимости не удается получить на основании обобщенной леммы Калмана–
Сеге–Попова [9, 10], как это было сделано в [3] в случае критерия Цыпкина.
Чтобы преодолеть неудобство (б) в [3] с помощью дробно-линейного преобра-
зования от системы ЛМН для дискретных систем делается переход к эквива-
лентной системе ЛМН Ляпунова для непрерывных систем. Результирующее
МН для этой системы снова не является ЛМН, но условия его разрешимо-
сти установлены в [3] в форме частотного критерия на основании частотной
теоремы [11, с. 54] (KYP лемма). Условия этого критерия выражаются через
элементы «передаточной матрицы» для непрерывной системы, полученной в
результате преобразования. После этого достаточно трудоемко эти элементы
выражаются через элементы «передаточной матрицы» исходной дискретной
системы.

Здесь с использованием нового результата (теорема 2 из [12]) для исход-
ной системы из трех ЛМН Ляпуновского типа для дискретных систем удается
получить эквивалентное ей результирующее МН, которое является ЛМН. Да-
лее показывается, что разрешимость этого ЛМН устанавливается с помощью
обобщенной леммы Калмана–Сеге–Попова в виде частотного критерия. В ре-
зультате получен новый частотный критерий квадратичной устойчивости для
рассматриваемых систем, что и является основной целью работы.

В разделе 2 приводится система из трех ЛМН Ляпунова для дискрет-
ных систем, к вопросу о разрешимости которой сводится задача квадратич-
ной устойчивости рассматриваемых систем. Основной результат – частотный
критерий квадратичной устойчивости – излагается в разделе 3. В разделе 4
приводится численный пример системы третьего порядка, для которой с по-
мощью предлагаемого критерия аналитически найдена полная (по парамет-
ру) область квадратичной устойчивости.

2. Постановка задачи

В статье исследуется линейная дискретная система с переключениями

(1) x(t+ 1) = A(t)x(t), A(t) ∈ A = {A1, A2, A3},

где As ∈ R
n×n и A(t) : Z+ −→ A – отображение из множества Z+ неотрица-

тельных целых чисел в A. Матрицы As предполагаются устойчивыми (шуро-
выми, см. [13]), т.е. r(As) = max

ν
|µν(As)| < 1 при s = 1, 3, µν – собственные

числа матрицы As. Для исследования устойчивости системы с переключения-
ми (1) будут использоваться КФЛ следующего вида (символ {·}⊤ означает
транспонирование):

(2) v(x) = x⊤Lx, L = L⊤ = ‖lij‖ni,j=1.
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Известно [3], что существование КФЛ (2) определяется разрешимостью
системы ЛМН

(3) Is = A⊤
s LAs − L < 0, s = 1, 3.

Система (1) является связной (см. [3]), если матрицы {A1, A2, A3} можно
представить в виде

A1 = A,

A2 = A+ b1c
⊤
1 ,

A3 = A+ b2c
⊤
2 ,

bi, ci ∈ R
n.

(4)

В этом случае система (3) представима в виде

I1 = A⊤LA− L < 0,

I2 = (A+ b1c
⊤
1 )

⊤L(A+ b1c
⊤
1 )− L < 0,

I3 = (A+ b2c
⊤
2 )

⊤L(A+ b2c
⊤
2 )− L < 0.

(5)

Задачей является получение частотного критерия разрешимости системы
ЛМН (5).

3. Системы с переключениями между тремя линейными
дискретными системами

Для исследования разрешимости системы (5) используем теорему 2 из [12].
Далее символы «•» обозначают элементы под главной диагональю симмет-
рической матрицы, которые совпадают с соответствующими элементами над
главной диагональю.

Те ор ем а 1. Пусть в системе

(6) I1 < 0, I2 = I1 +Q1 < 0, I3 = I1 +Q2 < 0

неравенства являются ЛМН относительно неизвестной переменной ν, т.е.

Is = Is(ν), s = 1, 3, и Qj(ν) = pj(ν)q
⊤
j + qjp

⊤
j (ν), где pj = pj(ν) зависит от ν

линейно, а qj от ν не зависит, j = 1, 2. Тогда система (6) эквивалентна

одному МН

(7)
̂̃
I =




I1(ν) p1(ν) +
τ1
2
q1 p2(ν)− p1(ν) +

τ2
2
q2 −

τ1
2
q1

(•)⊤ −τ1
τ1 − τ2 + τ3

2
(•)⊤ • −τ3




< 0,

которое является ЛМН относительно (ν, τ1, τ2, τ3).
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Применяя теорему 1 к системе (5), получим, что разрешимость системы (5)
эквивалентна разрешимости одного МН относительно элементов матрицы L
и трех дополнительных параметров τ1, τ2, τ3. Возможность применения тео-
ремы 1 к системе (5) и вид получаемого в результате МН определяется из
следующих соотношений. Матрице I1(ν) соответствует матрица A⊤LA− L
из системы (5), т.е. I1(ν) = I1(L) = A⊤LA− L (роль параметра ν выполняет
матрица L). Разница матриц I2 − I1 из (5) представима в виде p1q

⊤
1 + q1p

⊤
1 :

(8)

I2 − I1 = A⊤
2 LA2 −A⊤

1 LA1 = (A+ b1c
⊤
1 )

⊤L(A+ b1c
⊤
1 )−A⊤LA =

= (A⊤L+ c1b
⊤
1 L)(A+ b1c

⊤
1 )−A⊤LA =

= A⊤Lb1c
⊤
1 + c1b

⊤
1 LA+ c1b

⊤
1 Lb1c

⊤
1 .

Введем обозначения p01 = p01(L) = A⊤Lb1 и δ11 = δ11(L) = b⊤1 Lb1, тогда

(9) I2 − I1 = p01c
⊤
1 + c1(p

0
1)

⊤ + δ11c1c
⊤
1 = p1q

⊤
1 + q1p

⊤
1 ,

где p1 = p1(L) = A⊤Lb1 +
(
δ11(L)

2

)
c1, q1 = c1.

Аналогично, пусть p02 = p02(L) = A⊤Lb2 и δ22 = δ22(L) = b⊤2 Lb2, тогда

(10) I3 − I1 = p02c
⊤
2 + c2(p

0
2)

⊤ + δ22c2c
⊤
2 = p2q

⊤
2 + q2p

⊤
2 ,

где p2 = p2(L) = A⊤Lb2 +
(
δ22(L)

2

)
c2, q2 = c2.

Таким образом, в соответствии с теоремой 1 система (5) эквивалентна од-
ному МН

(11)
̂̃
I =




A⊤LA− L p1(L) +
τ1
2
c1 p2(L)− p1(L) +

τ2
2
c2 −

τ1
2
c1

(•)⊤ −τ1
τ1 − τ2 + τ3

2

(•)⊤ • −τ3




< 0,

которое является ЛМН относительно (L, τ1, τ2, τ3).

Покажем, что разрешимость ЛМН (11) определяется на основании обоб-
щенной леммы Калмана–Сеге–Попова [10].

Лемма 1. ЛМН (11) эквивалентно ЛМН

(12)




A⊤LA− L A⊤LB̂ +
Ĉτ

2

B̂⊤LA+
τĈ⊤

2
B̂⊤LB̂ − Γ


 < 0,
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где

B̂ =
(
B̂1 B̂2

)
=

(
b1 b2 − b1

)
, Ĉ =

(
Ĉ1 Ĉ2

)
=

(
c1 c2 −

τ̂1
τ̂2
c1

)
,

T =

(
τ̂1 0
0 τ̂2

)
, Γ =


τ̂1

−τ̂1 + τ̂2 − τ̂3
2

• τ̂3


 .

Доказательство леммы 1 приведено в Приложении.

Необходимые и достаточные условия разрешимости ЛМН (12) определя-
ются в форме частотного неравенства из обобщенной леммы Калмана–Сеге–
Попова [9, 10]. В результате получаем следующий критерий квадратичной
устойчивости системы (1).

Те ор ем а 2. Пусть матрица A шурова (r(A) < 1) и существуют числа

τ̂s > 0, s = 1, 3, такие что Γ > 0 и частотное неравенство

(13) D(λ) = Γ + Re [T Ĉ⊤(A− λEn)
−1B̂] > 0

выполняется при всех λ ∈ C, |λ| = 1, где En – единичная (n × n)-матрица

(ReW = (W+W ∗)/2, W ∗ = W
⊤

– эрмитово сопряженная к W , здесь и далее

символ { · } означает комплексное сопряжение, знак неравенства означает

положительную определенность эрмитовой формы). Тогда связная систе-

ма (1) имеет ОКФЛ (система (5) разрешима, система (1) устойчива). Ес-

ли система (5) разрешима, то такой набор чисел τ̂s > 0, s = 1, 3, существу-

ет.

Выпишем частотное условие (13) более детально. Логично считать W (p) =
= C⊤(A− pEn)

−1B, p ∈ C, аналогом передаточной матрицы для системы (1).
Здесь C =

(
c1 c2

)
, B =

(
b1 b2

)
. Введем обозначение ∆(p) = (A− pEn)

−1,
тогда

(14) W (p) = C⊤∆(p)B =

(
w11 w12

w21 w22

)
, где wij(p) = c⊤i ∆(p)bj .

Далее для простоты уберем «крышки» и вместо τ̂s будем использовать τs.
Для матрицы D(λ) из (13) имеем

D(λ) = Γ + Re T Ŵ (λ) = Γ + 1/2
[
T Ŵ (λ) + Ŵ ∗(λ)T ⊤

]
,

где

Ŵ (λ) = Ĉ⊤∆(λ)B̂ =
(
c1 c2 −

τ1
τ2
c1
)⊤

∆(λ)
(
b1 b2 − b1

)
=

=




w11(λ) w12(λ)− w11(λ)

w21(λ)−
τ1
τ2
w11(λ) w22(λ)−

τ1
τ2
w12(λ)− w21(λ) +

τ1
τ2
w11(λ)


 .
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Окончательно неравенство D(λ) > 0 из (13) перепишем в виде (для крат-
кости используем wij вместо wij(λ))

(15) D(λ) = Γ +
1

2



2τ1Re w11 τ1w12 + τ2w21 − 2τ1Re w11

(•) 2τ1Re (w11 − w12) + 2τ2Re (w22 − w21)


 > 0.

Зам е ч а ни е 1. Утверждение теоремы 2 справедливо, если в ее форму-
лировке неравенство (13) заменить неравенством (15), где wij = wij(λ) =
= c⊤i ∆(λ)bj , i, j = 1, 2.

Если система (1) является системой с переключениями треугольного типа
(см. [3]), т.е. c1 = c2 , c, тогда w11 = w21 , W1 = c⊤∆(λ)b1, w22 = w12 , W2 =
= c⊤∆(λ)b2. В этом случае неравенство (15) можно переписать в виде

D(λ) =



τ1(1 + ReW1)

−τ1 + τ2 − τ3 + τ1W2 + τ2W1

2
− τ1ReW1

(•) τ3 + (τ2 − τ1) (ReW2 − ReW1)


 > 0.(16)

Зам е ч а ни е 2. Для системы (1) треугольного типа, т.е. при c1 = c2 =
= c, утверждение теоремы 2 справедливо, если в ее формулировке неравен-
ство (13) заменить неравенством (16), где Wj = Wj(λ) = c⊤∆(λ)bj , j = 1, 2.

Сравните условия (15) и (16) критерия теоремы 2 для связных систем с
переключениями и систем с переключеними треугольного типа с условиями
теоремы 2 из [3] и их модификацией для систем треугольного типа (формулы
(6.3)–(6.5) из [3]). Значительный прогресс очевиден.

Зам е ч а ни е 3. Неравенства (13), (15) и (16) линейны по параметру T ,
поэтому, не ограничивая общности, в этих неравенствах можно положить
τ3 = 1. Таким образом, в этих неравенствах останется только по два допол-
нительных параметра τ1 > 0 и τ2 > 0.

Известный критерий Цыпкина [8] является критерием квадратичной
устойчивости при переключениях между двумя подсистемами. Критерий тео-
ремы 2 можно считать аналогом критерия Цыпкина при переключениях меж-
ду тремя подсистемами.

4. Численное решение

Численное решение задачи о квадратичной устойчивости системы (1) со-
стоит в применении стандартных программных средств для проверки раз-
решимости системы ЛМН (5) размерности 3n относительно n(n+ 1)/2 неиз-
вестных. Использование результата леммы 1 позволяет вместо проверки си-
стемы (5) проверять разрешимость одного ЛМН (12) размерности n+2 отно-
сительно n(n + 1)/2 + 3 неизвестных. Такой переход позволяет существенно
упростить задачу, особенно при больших n.
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5. Пример

Рассмотрим связную систему с переключениями вида (1) из примера в [3].
В этом примере матрицы As в (1) задаются соотношением (4), в котором

A1 = A =




0 0 −0,5
0,5 0 −1,5
0 0,5 −1,5


, b1 = k1



0
0
1


, b2 = k2



0
1
0


,

c1 = c2 = c =



0
0
1


,

(17)

где ki > 0 – параметры, определяющие область устойчивости системы с пе-
реключениями. Тогда матрицы A2 и A3 имеют вид

A2 =




0 0 −0,5
0,5 0 −1,5
0 0,5 −1,5 + k1


, A3 =




0 0 −0,5
0,5 0 −1,5 + k2
0 0,5 −1,5


.(18)

Далее на систему (1) с матрицами As из (17) и (18) будем ссылаться как на
систему (1;17).

Повторное рассмотрение примера из [3] объясняется следующим. В при-
мере из [3] при условии k1 = k2 = k найдена полная область квадратичной
устойчивости по параметру k. Этот результат получен с использованием необ-
ходимых (отдельно) и достаточных (отдельно) условий разрешимости систе-
мы ЛМН (5). Оказалось, что оценки по этим условиям совпадают. Это позво-
лило сделать вывод о том, что найдена полная область. Заметим, что условия
из [3] существенно используют то, что рассматривается система треугольного
типа, т.е. при c1 = c2 = c.

Задачей настоящего раздела является повторение результата из [3] на ос-
новании критерия теоремы 2. Хотя далее будет использоваться вариант тео-
ремы 2 из замечания 2, но в самой теореме 2 требование «треугольности» не
фигурирует.

Ниже используются вспомогательные выкладки из [3]. Матрица A1 оче-
видно шурова, |µi(A1)| < 1, так как µi(A1) = −0,5, i = 1, 3. Матрица A2 шу-
рова при k1 ∈ [0; 3,375), а матрица A3 шурова при k2 ∈ [0; 0,25).

Функции Wj(λ) = c⊤(A− λEn)
−1bj из (16) имеют вид

W1(λ) = −8k1λ
2/(2λ + 1)3 и W2(λ) = −4k2λ/(2λ+ 1)3,

det (A− λE) = −(0,5 + λ)3. Проверку неравенства (16) нужно проводить при
всех λ ∈ C, таких что |λ| = 1. Для множества |λ| = 1 используем парамет-
ризацию λ = 1−iω

1+iω
при всех ω ∈ [−∞,∞]. Вычислим W1(λ) и W2(λ) при

λ = 1−iω
1+iω

. Выпишем отдельно действительную и мнимую части Wj

(
1−iω
1+iω

)
,
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одновременно вводя упрощающие обозначения ReWj

(
1−iω
1+iω

)
= Rj(ω) = Rj и

ImWj

(
1−iω
1+iω

)
= Ij(ω) = Ij (см. [3]):

R1 = R1(ω) = ReW1

(
1− iω

1 + iω

)
=

−8k1(1 + ω2)(27 + 18ω2 − ω4)

(9 + ω2)3
,

I1 = I1(ω) = ImW1

(
1− iω

1 + iω

)
=

−64k1ω
3(1 + ω2)

(9 + ω2)3
,

R2 = R2(ω) = ReW2

(
1− iω

1 + iω

)
=

−4k2(1 + ω2)(27 − 36ω2 + ω4)

(9 + ω2)3
,

I2 = I2(ω) = ImW2

(
1− iω

1 + iω

)
=

−4k2(1 + ω2)(54ω − 10ω3)

(9 + ω2)3
.

(19)

В терминах (19) неравенство (16) примет вид

D(ω) =


τ1(1+R1)

−τ1+ τ2− τ3+ τ1R2 + τ2R1−2τ1R1

2
+ i

τ1I2− τ2I1
2

(•) τ3 + (τ2 − τ1) (R2 −R1)


> 0.

Считаем далее k2 = k1 = k и сделаем замену ω2 = y > 0. Требуется опреде-
лить наибольшую область [0, k∗), для которой существует набор параметров
τi > 0, j = 1, 2, 3, таких, что при k ∈ [0, k∗) неравенство D(ω) ∼= D(y) > 0 вы-
полняется при всех y > 0. Проверка неравенства D(y) > 0 сводится к провер-
ке неравенств (достаточно A и C):

A: D11 = τ1(1 +R1)> 0, B: D22 = τ3 + (τ2 − τ1)(R2 −R1)> 0, C: detD(y)> 0,

где Dij = Dij(y), i, j = 1, 2, – элементы матрицы D(y). Неравенство A экви-
валентно неравенству

P1(y) = (9 + y)3D11(y) = τ1(1 +R1) =

= τ1(9 + y)3 − 8τ1k(1 + y)(27 + 18y − y2) =

= τ1(1 + 8k)y3 + τ1(27 − 136k)y2 + τ1(243 − 360k)y + τ127(27 − 8k) > 0.

Проверка неравенства A совпадает с проверкой неравенств (7.4) и (7.5) из [3].
В [3] показано, что при k < 0,44 неравенство P1(y) > 0 выполнено при всех
y > 0.

В соответствии с замечанием 3 далее считаем τ3 = 1 и пусть для краткости
τ2 − τ1 , δ. Тогда проверка неравенства B сводится к проверке неравенства

P2(y) = (9 + y)3D22(y) = (9 + y)3 + 4kδ(1 + y)(27 + 72y − 3y2) =

= (1− 12kδ)y3 + (27 + 276kδ)y2 + (243 + 396kδ)y + 729 + 108kδ > 0.

10



Рассмотрим неравенство C:

detD = D11D22 −D12D12 = D11D22 − (ReD12)
2 − (ImD12)

2 > 0.

Введем обозначения P3(y) , 2(9 + y)3 ReD12 и P4(y) , 2(9 + y)3 ImD12,
тогда

P3(y) = 2(9 + y)3 ReD12(y) = 2
(
τ1(R2 −R1) + δR1 + δ − 1

)
(9 + y)3,

P4(y) = 2(9 + y)3 ImD12(y) = 2
(
τ1I2 − τ2I1

)
(9 + y)3.

Используя выражения из (19), получаем

P3(y) = y3[4k(2δ − 3τ1) + δ − 1] + y2[27(δ − 1) + 4k(69τ1 − 34δ)] +

+ y[9(27(δ − 1)− 40kδ + 44kτ1)] + [27(27(δ − 1)− 4k(2δ − τ1))],

P4(y) = 4kτ1
√
y(1 + y)(10y − 54) + 64kτ2y

√
y(1 + y) =

= 4k
√
y(1 + y)

(
τ1(10y − 54) + 16τ2y

)
.

Неравенство C эквивалентно неравенству

P (y) , (9 + y)6detD(y) = P1(y)P2(y)−
1

4
P3(y)

2 − 1

4
P4(y)

2 > 0.(20)

Многочлен P (y) – многочлен шестой степени по переменной y. Коэффици-
енты этого многочлена fs = fs(k) при ys считаем функциями k, зависящими
от дополнительных параметров τ1 и τ2. Коэффициент f6(k) этого многочлена
при y6 равен

f6(k) = τ1(1 + 8k)(1 − 12kδ) − (1/4)[4k(2δ − 3τ1) + δ − 1]2.

Необходимым условием выполнения P (y) > 0 при всех y > 0 будет
f6(k) > 0. Функция f6(k) представляет собой многочлен второй степе-
ни по переменной k. Коэффициент этого многочлена при k2 равен a6 =
= −96τ1δ − 4(2δ − 3τ1)

2 = −4(2τ2 + τ1)
2, т.е. a6 < 0 всегда, так как τj > 0. Из

этого следует, что f6(k) является вогнутой функцией. Оценкой сверху для
искомой области [0, k∗) является полуинтервал [0; 0,25) – область шуровости
матрицы A3. Проверим значения f6(0) и f6(0,25):

f6(0) = τ1 − (1/4)
(
δ − 1

)2
,

f6(0,25) = τ1(1 + 2)(1 − 3δ) − (1/4)
(
(2δ − 3τ1) + δ − 1

)2
.

Условие f6(0) > 0 дает оценку на параметры 4τ1 >
(
δ − 1

)2
. Преобразуем вы-

ражение для f6(0,25):

f6(0,25) = 3τ1(1−3δ)− 1

4

(
3δ−3τ1−1

)2
=−1

4

(
3δ+3τ1−1

)2
=−1

4

(
3τ2−1

)2
.
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Из этого следует, что f6(0,25) < 0 при всех значениях параметров, кроме
τ2 = 1/3. Таким образом, единственной возможностью получить наибольшую
область [0, k∗), в которой f6(0,25) > 0, это положить τ2 = 1/3. Если взять
τ2 = 1/3 и определить τ1 так, чтобы f6(0) > 0, то из вогнутости f6(k) по-
следует, что f6(k) > 0 при всех k ∈ [0; 0,25). Отчасти наугад, отчасти чтобы
получить δ = 0, положим τ1 = τ2 = 1/3. В этом случае f6(0) = 1/12 > 0.

Оказывается, что при τ1 = τ2 = 1/3 все оставшиеся коэффициенты fs(k),

s = 0, . . . , 5, многочлена P (y) =
6∑

s=0
fs(k)y

s из (20) являются вогнутыми функ-

циями по k. Кроме этого, для значений этих функций в крайних точ-
ках полуинтервала [0; 0,25) выполнены неравенства fs(0) > 0 и fs(0,25) > 0,
s = 0, . . . , 5. Утомительную проверку этого факта средствами элементарной
алгебры здесь опустим. Таким образом, получаем, что fs(k) > 0 при всех
k ∈ [0; 0,25), s = 0, . . . , 6. Следовательно, неравенство (20) выполнено при
всех y > 0. На основании теоремы 2 заключаем, что область квадратичной
устойчивости системы (1;17) исчерпывается множеством [0; 0,25). Поскольку
эта область совпадает с областью шуровости определяющих систему (1;17)
матриц {A1, A2, A3} по параметру k1 = k2 = k, то найденная область явля-
ется полной областью устойчивости системы (1;17) при произвольных пере-
ключениях.

6. Заключение

Для связной системы с переключениями между тремя линейными дис-
кретными подсистемами получен критерий существования КФЛ как в фор-
ме частотного условия, так и в форме условий разрешимости одного ЛМН.
Приведен пример системы третьего порядка, для которой с помощью предла-
гаемого частотного критерия аналитически найдена полная область (по па-
раметру k) квадратичной устойчивости, которая в рассматриваемом случае
совпадает с полной областью устойчивости системы (1;17) при произвольных
переключениях.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Определим новые параметры

τ̂1 , δ11 + τ1, τ̂2 , δ22 + τ2,

тогда

p1(L) +
τ1
2
c1 = A⊤Lb1 +

δ11
2
c1 +

τ1
2
c1 = A⊤LB̂1 +

τ̂1
2
Ĉ1,

p2(L)− p1(L) +
τ2
2
c2 −

τ1
2
c1 =

= A⊤Lb2 −A⊤Lb1 +
δ22 + τ2

2
c2 −

δ11 + τ1
2

c1 =

= A⊤L(b2 − b1) +
τ̂2
2
c2 −

τ̂1
2
c1 = A⊤LB̂2 +

τ̂2
2
Ĉ2.

(Π.1)
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Осталось представить матрицу


−τ1

τ1 − τ2 + τ3
2

• −τ3


 в виде

(
B̂⊤LB̂ − Γ

)
.

Учитывая b⊤1 Lb2 , δ12 и b⊤2 Lb1 , δ21, перепишем матрицу B̂⊤LB̂:

B̂⊤LB̂ =

(
b⊤1

b⊤2 − b⊤1

)
L
(
b1 b2 − b1

)
=

(
b⊤1 L

b⊤2 L− b⊤1 L

)(
b1 b2 − b1

)
=

=

(
δ11 δ12 − δ11

δ21 − δ11 δ22 − 2δ12 + δ11

)
.

(Π.2)

Таким образом, требуется определить элементы матрицы Γ= ‖γij‖ni,j=1

так, чтобы

−τ1

τ1 − τ2 + τ3
2

• −τ3


 =

(
δ11 − γ11 δ12 − δ11 − γ12

δ21 − δ11 − γ21 δ22 − 2δ12 + δ11 − γ22

)
.(Π.3)

Так как −τ1 = δ11 − τ̂1, то из равенства между элементами {·}11 матриц
из (Π.3) следует γ11 = τ̂1. Учтем −τ2 = δ22 − τ̂2, из равенства между элемен-
тами {·}12 получим

τ1 − τ2 + τ3
2

=
−δ11 + τ̂1 + δ22 − τ̂2 + τ3

2
= δ12 − δ11 − γ12.

Тогда
δ11 + δ22 + τ̂1 − τ̂2 + τ3 = 2δ12 − 2γ12.

Из равенства между элементами {·}22 имеем

−τ3 = δ22 − 2δ12 + δ11 − γ22.

Складываем два последних равенства, получаем

τ̂1 − τ̂2 = −2γ12 − γ22.

Положим γ22 = τ̂3, тогда

γ12 = (−τ̂1 + τ̂2 − τ̂3)/2.

Таким образом, получаем

−τ1

τ1 − τ2 + τ3
2

• −τ3


 =

(
B̂⊤LB̂ − Γ

)
,

где

Γ =


τ̂1

−τ̂1 + τ̂2 − τ̂3
2

• τ̂3


 .

Лемма 1 доказана.
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